Изучение темы «Алгебра логики» в 10(информационно-технологическом классе).

Тема 1. Введение в алгебру логики.

В 1847 году английский математик Джордж Буль, преподаватель Коркского университета, разработал алгебру логики. Почти 100 лет эта «алгебра высказываний» не была известна широкому кругу пользователей. Лишь в 1938 г. выдающийся американский математик и инженер Клод Шеннон обнаружил, что алгебра логики приложима к любым переменным, которые могут принимать только два значения. Например, к состоянию контактов: включено – выключено или напряжению: есть – нет.

В результате алгебра логики явилась математической основой теории электрических и электронных переключательных схем, используемых в ЭВМ, поэтому ее предпочитают называть не алгеброй логики, а булевой алгеброй – по имени ее создателя.

Основные понятия алгебраической логики.

Логика – наука правильно рассуждать, наука о формах и законах человеческого мышления.

Логика – наука древняя. Ее основоположником считается древнегреческий мыслитель Аристотель, живший в 324-322 г.г.до н.э.. Именно он подверг анализу человеческое мышление, а именно, такие его формы, как понятие, суждение, умозаключение. Так возникла формальная логика – наука, пытавшаяся найти ответ на вопрос, как мы рассуждаем, изучающая логические операции и правила мышления.

Главная задача логики – выявить, какие способы рассуждения правильные, а какие нет.

Можно рассмотреть несколько типичных задач.

Пример 1. Зависит ли скорость свободного падения от массы тела.

Средневековый ученый Галилео Галилей открыл важный закон, что ускорение свободного падения – это фундаментальная величина, не зависящая от массы тела, иначе говоря, все тела падают с одинаковым ускорением, не зависящим от их массы (если, конечно, не учитывать сопротивление воздуха). Этот факт Галилео Галилей открыл экспериментально, бросая ядра разной массы с наклонной башни в городе Пиза.

Нет ничего удивительного в том, что Галилей открыл закон, анализируя экспериментальные данные, но можно открыть тот же закон, просто рассуждая.

Ясно, что существуют только три возможности:

· Более массивное тело падает быстрее, чем более легкое

· Более массивное тело падает медленнее, чем более легкое

· Тела разной массы падают с одинаковым ускорением

Применим знания физики для решения задачи.

1. Предположим, что более массивное тело падает медленнее. Возьмем ядро, разрежем его на две равные части, соединим и сбросим с башни. Так как части ядра не соединены друг с другом и каждая часть легче целого и масса их одинакова, то они должны падать быстрее, чем целое ядро. Если же мы разрежем ядро на четыре части, то оно упадет еще быстрее, следовательно, увеличивая число разрезов, мы увеличиваем скорость падения ядра. Большая скорость падения  соответствует большей кинетической энергии. То есть простое распиливание ядра привело к увеличению кинетической энергии, что противоречит закону сохранения энергии. Получили противоречие. Следовательно, более массивное тело не может падать медленнее более легкого.

2. Теперь предположим, что более массивное тело падает быстрее. Повторив рассуждения, мы придем к выводу, что простое разрезание приводит к уменьшению кинетической энергии, что также противоречит закону сохранения энергии.

3. Остается единственная возможность: это тела разной массы падают с одинаковым ускорением, что и требовалось доказать.

А вот еще одна задача, которая на первый взгляд кажется не совсем разумной. Но таких задач хватает в нашей жизни.

Пример 2. Парадокс парикмахера.

Предположим, что в некоторой деревне живут мужчины, про которых известно, что они либо бреются сами, либо их бреет парикмахер. Парикмахер живет в этой же деревне.

Вопрос: кто бреет парикмахера?

Рассуждения. Возможны два варианта ответа: бреется сам или бреет кто-то другой. Рассмотрим два варианта.

1. Парикмахер бреется сам. Тогда оно мужчина, который бреется сам, но таких мужчин парикмахер не бреет. Отсюда следует, что парикмахер себя не бреет. Получили противоречие.

2.  Парикмахера бреет кто-то другой. Тогда парикмахер  мужчина, который сам не бреется, но всех таких мужчин в деревне бреет парикмахер. Отсюда следует, что парикмахер бреется сам. И мы опять получили противоречие.

Оба возможных варианта привели к противоречию. Таким образом, ответа на такой, казалось бы, простой вопрос не существует.

Логика рассматривает три различные формы, в которых осуществляется мышление: понятие, суждение и умозаключение.

Понятие – мысль, в которой обобщаются и выделяются предметы некоторого класса по определенным общим и в совокупности специфическим для них признакам. 

В понятии «схватывается» сущность предметов, их внутреннее содержание.

Суждением (высказыванием) называется всякое утверждение (или всякое предложение), о котором можно судить, истинно оно или ложно.

«Этот вписанный угол, опирающийся на диаметр - прямой» есть понятие: если мы говорим не обо всех углах, то понятие единичное. «Все вписанные углы, опирающиеся на диаметр  - прямые» - это уже суждение, поскольку в нем высказывается, каковы свойства объекта суждения.

Будем обозначать высказывания большими буквами латинского алфавита: А, В, С…

Существенной характеристикой для каждого высказывания является его истинность или ложность: эту характеристику называют значением истинности данного суждения. Значение истинности суждения будем обозначать 1, если суждение истинно, и числом 0, если суждение ложно.

Например, высказывание «Киев – столица Украины» - истинное. Если его обозначить буквой А, то можно записать: А=1. Суждение «Высота гор на Земле превосходит 15 км» - ложное. Если его обозначить буквой В, то В=0.

Те утверждения, о которых нельзя сказать, истинны они или ложны, не являются высказываниями (суждениями). Например, утверждения: «эта книга – информатика», «метеорологический прогноз» - не высказывания. Не будут высказываниями и вопросительные предложения, и восклицательные: «как мелодичны вы, песни Украины!», «который  сейчас час?»

Суждениями не будут и утверждения вида «5+x=12», «x+y<12» и др., не зная чему равны значения переменных x и y. Такие выражения о переменных называют предикатами.

Предикаты становятся суждениями, если переменной придать некоторое числовое значение или применить логическую операцию, которая устанавливает область истинности (ее называют квантор):
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(читается «существует x»)

Если из двух суждений выводится третье, то этот процесс называется умозаключением.

Возьмем первое суждение:

«Академик Ершов русифицировал Паскаль».

Второе суждение:

«Язык Паскаль – структурный язык».

Тогда вывод из этих суждений:

«Академик Ершов русифицировал структурный язык» - будет умозаключением.

Тема 2.Основные операции алгебраической логики.

Для составления сложных высказываний, как правило, используют простые, соединяя их знаками логических операций: «И», «ИЛИ», «НЕ», «ЕСЛИ.., ТО». Это дает возможность определять истинность формулы на основании значений истинности составляющих высказываний.

1. Отрицание (инверсия)

 Пусть дано высказывание А. Оно может быть либо истинно, либо ложно. Определим высказывание В следующим образом: пусть В истинно, когда А ложно, и ложно, когда А истинно. Мы только что установили соответствие между высказыванием А и высказыванием В. Другими словами, мы составили логическую функцию, аргументом которой является высказывание А и результатом высказывание В. Функция, определенная таким образом, называется отрицанием и записывается так: 
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. Еще говорят так: «не А»

Приведенное определение можно свести в таблицу, которая называется таблицей истинности.
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Пусть суждение А= «мы любим информатику», тогда отрицанием будет 
[image: image5.wmf]À

= «мы не любим информатику».

2. Конъюнкция.

Это логическая функция, устанавливающая соответствие между высказываниями А и В, и высказыванием С следующим образом: если А и В истинны, то С тоже истинно. Если же хотя бы одно из них ложно, то С тоже ложно. Обозначение: С=
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. Можно сказать так: «А и В». Еще эту функцию называют логическим умножением.

Таблица истинности конъюнкции двух суждений А и В такова:
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Из таблицы следует, что операция конъюнкции (операция «и») ничем не отличается от традиционного умножения в обычной алгебре.

Например, пусть есть суждения:

А= «сегодня солнечный день»

В= «Остап пошел купаться»

Тогда конъюнкция 
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 есть суждение Х= «Сегодня солнечный день, и Остап пошел купаться»

Это новое суждение Х будет истинным, если одновременно и суждение А истинно (сегодня действительно солнечный день), и суждение В истинно (Остап на самом деле пошел купаться); если же хотя бы одно из этих суждений ложно (если неправда, что сегодня солнечный день, или неправда, что Остап пошел купаться, или то  и другое неправда), то  естественно считать, что построенное выше составное высказывание Х ошибочно, ложно.

3. Дизъюнкция.

 Это логическая функция, устанавливающая соответствие между высказываниями А и В и высказыванием С следующим образом: если А и В ложны, то С также ложно. Если же хотя бы одно из высказываний А и В истинно, то и С тоже истинно. Обозначение: С=
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. Можно сказать так: «А или В», еще эту функцию называют логическим сложением.

Таблица истинности дизъюнкции двух высказываний выглядит следующим образом:
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Из таблицы видно, что операция логического сложения немного отличается от обычного алгебраического сложения. А именно: отличается лишь первой строчкой: 1+1=1. Результат этот также не совпадает со сложением двоичных чисел (1+1=10). Это следствие того, что 1 является не числом «один», а только символом, смысл которого был уже пояснен. Если имеются две истинные величины, то результатом их сложения будет истинная величина, но не может быть ни дважды истинно, ни полуистинно! Именно поэтому 1+1=1.

Например, пусть даны два суждения:

А= «снег пойдет ночью»

В= «снег пойдет днем»

Тогда высказывание Х=А+В= «Снег пойдет ночью или днем»

4. Импликация (логическое следование). 

Это логическая функция,  устанавливающая соответствие между высказываниями А и В и высказыванием С следующим образом: пусть А посылка и В следствие, тогда:

· Если А ложно, то С истинно (т.е. из ложного утверждения может следовать все, что угодно); 

· Если А истинно и В истинно, то С истинно (из истинного утверждения можно вывести истинное);

· Если А истинно и В ложно, то С ложно (из истинного утверждения не может следовать ложное)

Обозначение: С=
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 (читается: если А, то В)

Импликация устроена немного сложнее других функций. В импликации существенное значение имеет порядок аргументов. Первый элемент называется посылкой, а второй следствием. Можно сказать, что первое высказывание является как бы причиной второго, а второе как бы вытекает из первого.

Таблица истинности для импликации:
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Например, пусть истинны следующие высказывания:

А= «треугольник равносторонний»

В= «треугольник равноугольный»

Поэтому импликация: Х=
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= «если треугольник равносторонний, то он равноугольный» истина.

5. Эквивалентность (равносильность).

Это логическая функция, устанавливающая соответствие между высказываниями А и В и высказыванием С следующим образом: если А и В одновременно ложны или истинны, то С истинно, иначе С ложно. Обозначение: С=
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 ( читается: А тогда и только тогда, когда В).

Таблица истинности для эквивалентности:
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 Например, 

А= «людоед голоден»

В= «он давно не ел», тогда С=
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= «Людоед голоден тогда и только тогда, когда он давно не ел»

Порядок выполнения всех пяти логических операций по убыванию старшинства следующий: отрицание, конъюнкция, дизъюнкция, импликация, эквивалентность. Кроме того, на порядок операций влияют скобки, которые можно использовать в логических формулах.

Пример 1.

Определить истинность высказывания. 
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Формула, принимающая значение истина при любых значениях истинности входящих в нее переменных, называется тождественно-истинной (тавтологией)  

Пример 2.

Составить таблицу истинности для формулы
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Формула, принимающая значение ложь при любых значениях истинности входящих в нее переменных, называется тождественно-ложной (противоречием)  

Пример 3.
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[image: image31.wmf]z

x

y

x

Ù

Ú

Ú


	x
	y
	z
	
[image: image32.wmf]y


	
[image: image33.wmf]x


	
[image: image34.wmf]y

x

Ú


	
[image: image35.wmf]y

x

Ú


	
[image: image36.wmf]z

x

Ù


	F

	0
	0
	0
	1
	1
	1
	0
	0
	0

	0
	1
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	1

	1
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0

	0
	0
	1
	1
	1
	1
	0
	1
	1

	1
	1
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0

	0
	1
	1
	0
	1
	0
	1
	1
	1

	1
	0
	1
	1
	0
	1
	0
	0
	0

	1
	1
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	0


Формула, принимающая значения и истина, и ложь при любых значениях истинности входящих в нее переменных, называется выполнимой.

В качестве закрепления материала:
Пример 4.
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Т.о.данная формула тождественно-истинная.

Закрепление материала:

1) 
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Тема 3. Логические законы и правила преобразования логических выражений.

1. A=A – закон тождества

2. А
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Закрепление материала:
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Решение задач. Закрепление материала.

1) Упростить логические выражения
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2) Упростить выражения, используя законы поглощения
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3) Упростить
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4) Определить истинность формулы:
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Т.о. данные выражения не тождественно равны.
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